
状压前置技能：位运算



位运算

u >>,<<,&,|,^

u 位运算的优先级：
u 位反（~ )  >  算术  >  位左移、位右移  >  关系运算>  位与  >  位或  >  位异或  >  逻辑

u 可能你记不住这些优先级，所以使用位运算的时候需要加括号

u 常用操作：

u 与操作，1不变，0变0

u 或操作，0不变，1变1

u 异或操作,0不变，1取反



常规操作

去掉最后一个零 >>1

在最后加一个零 <<1

在最后加一个1 (x<<1)+1

把最后一位变成1 x | 1

把最后一位变成0 x & ~1

最后一位取反 x ^ 1

把右数第K位变成1 x | (1<<(k-1))

把右数第k位变成0 x & ~(1<<(k-1))



常规操作

右数第K位取反 x ^ (1<<(k-1))

把最右面连续的1变成0（从最右开始） x & (x+1)

把右起第一个0变成1 x | (x+1)

把最右面连续的0变成1（从最右开始） x | （x-1）

取末尾K位 x &((1<<k)-1)

把末尾K位变成1 x | ((1<<k)-1)

末尾K位取反 x ^ ((1<<k)-1)

取右数第K位 (x>>(k-1)) & 1



其他操作

u 如何保证不能存在两个连续的1？（任意两个1不相邻）

u x&(x<<1)大于0或者x&(x>>1)大于0（不满足条件）



状态压缩动态规划

冯海荣



引例

u  在 n*n(n≤20)的方格棋盘上放置n 个车(可以攻击所在行、列)，求使它们

不能互相攻击的方案总数。 

u 题解：我们一行一行放置，则第一行有n种选择，第二行n-1，……，最后

一行只有1种选择，根据乘法原理，答案就是n!



状压思路

u 既然n<=20，可以状压，如何状压？

u 我们仍然一行一行放置。

u 取棋子的放置情况作为状态，某一列如果已经放置棋子则

为1，否则为0。这样，一个状态就可以用一个最多20位的

二进制数表示。

u 例如n=5,第1、3、4列已经放置，则这个状态可以表示为

01101(从右到左)。设f[s] 为达到状态s的方案数，则可以

尝试建立f的递推关系。



状态压缩——引例解法
u 考虑n=5,s=01101

u 因为我们是一行一行放置的，所以当达到s时已经放到了第三行。又因为

一行能且仅能放置一个车，所以我们知道状态s一定来自： 

 前两行在第3、4列放置了棋子(不考虑顺序，下同)，第三行在第1列放

置 

 前两行在第1、4列放置了棋子，第三行在第3列放置

 前两行在第1、3列放置了棋子，第三行在第4列放置



u 这三种情况互不相交，且只可能有这三种情况，根据加法

原理，fs应该等于这三种情况的和。写成递推式就是：

状态压缩——引例解法



u 根据上面的讨论思路推广之，得到引例的解决办法：

其中s的右起第i+1位为1
(其实就是在枚举s的二进制表示中的1,挨个去掉1,因为当前状态
由前一个状态推过来的，010110这个状态说明放置了三个车，
但是具体第三次在第三行放的是哪一个1不知道，哪个都有可能，
所以010110的情况=000110+010100+010010的和，所以就
是挨个去掉1)

状态压缩——引例解法



状态压缩——引例解法



u 反思这个算法，其正确性毋庸置疑(可以和n!对比验证)

u 但是算法的时间复杂度为O(n2n)，空间复杂度O(2n)，是

个指数级的算法

u 当n比较小的时候，我们可以状压

状态压缩——引例解法



u 在n*n(n≤20)的方格棋盘上放置n个车，某些格子不能放，

求使它们不能互相攻击的方案总数。

u 30s思考时间

状态压缩——例一



u 引例的算法是在枚举当前行(即s中1的个数，设为r)的放置

位置(即枚举每个1)

u 而对于例1，第r行可能存在无法放置的格子，怎么解决？

状态压缩——例一



u 事实上，我们并不需要对引例的算法进行太大的改变，只

要在枚举s中的1的时候判断一下是否是不允许放置的格子

即可

u 然而对于n=20，O(n2n)的复杂度已经不允许我们再进行多

余的判断。所以实现这个算法时应该应用一些技巧。

u 我们用ar表示第r行不允许放置的情况，如果第r行某一位

不允许放置，则ar此位为0，否则为1，这可以在读入数据

阶段完成

状态压缩——例一



u 然后对于需要处理的状态s，用ts=s&ar来代替s进行枚举，即不

枚举s中的1转而枚举ts中的1。

u 因为ts保证了不允许放置的位为0，这样就可以不用其它的判断

来实现算法

u 代码中只增加了计算a数组和r的部分，而时间复杂度没有变化。

状态压缩——例一



u 有一个n*m的棋盘(n、m≤80,n*m≤80)要在棋盘上放

p(p≤20)个棋子，使得任意两个棋子不相邻。求合法的方

案总数

状态压缩——例二



u 观察题目给出的规模，n、m≤80，这个规模要想用SC是

困难的，280无论在时间还是空间上都无法承受

u 然而我们还看到n*m≤80

u 稍微思考我们可以发现：9*9=81>80，即如果n,m都大于

等于9，将不再满足n*m≤80这一条件。所以，我们有n或

m小于等于8，而28是可以承受的！

状态压缩——例二



u 我们假设m≤n，n是行数m是列数，则每行的状态可以用m

位的二进制数表示

u 但是本题和例1又有不同：例1每行每列都只能放置一个棋

子，而本题却只限制每行每列的棋子不相邻

u 上例中枚举当前行的放置方案的做法依然可行。我们用数

组s保存一行中所有的num个放置方案，则s数组可以在预

处理过程中求出，同时用ci保存第i个状态中1的个数以避

免重复计算

状态压缩——例二



u 本题状态的维数需要增加，原因在于并不是每一行只放一

个棋子，也不是每一行都要求有棋子，原先的表示方法已

经无法完整表达一个状态。

u 我们用fi,j,k表示第i行的状态为sj且前i行总共放置k个棋子的

方案数。沿用枚举当前行方案的做法，只要当前行的放置

方案和上一行的不冲突。就是要两行的状态s1和s2中没有

同为1的位即可，亦即s1&s2=0

状态压缩——例二



u 然而，虽然我们枚举了第i行的放置方案，但却不知道其上

一行(第i-1行)的方案

u 为了解决这个问题，我们不得不连第i-1行的状态一起枚举

，则可以写出递推式：

其中s1=0，即在当前行不放置棋子；
j和p是需要枚举的两个状态编号。

状态压缩——例二



u 本题至此基本解决。当然，实现上仍有少许优化空间，例

如第i行只和第i-1行有关，可以用滚动数组节省空间。

u 这个算法时间复杂度O(n*p*num2)，空间复杂度(滚动数组

)O(p*num)

u 运用简单的组合数学知识可以求出本题中的num=144，因

而对于本题的数据规模可以很快出解

状态压缩——例二



P2622 关灯问题II



算法分析

u 灯的个数很小，好像可以状压，1表示灯是开的，0表示灯

是关着的

u F[11111111]开始状态， F[0000000]表示目标状态

u 一次操作，就是改变一次状态

u 最少的步数改到00000000

u 广搜即可



P1879 [USACO06NOV]玉米田Corn Fields



题意简述

u 1表示土地肥沃，0表示土地贫瘠

u 两片相邻的土地不能同时种草

u 提问：一共有多少种植方案可以选择？

u 首先，土地的状态可以使用一个二进制表示

u 状态如何设计？

u f[i][j]表示前i行状态为j的时候的方案数

u f[i][j]=(f[i][j]+f[i-1][k])（j&k==0）

u 最后答案是前n行各种状态的和



代码技巧

u 由于两片相邻的土地不能同时种草，所以我们可以将状态

进行预处理，存到数组中，节省动规枚举的时间

u 草地的状态需要处理，但是在处理的过程中，需要注意：

二进制的方式是从右到左，而输入的方式是从左到右

u 肥沃的地方为1，贫瘠的地方为0，种草的地方为1，不种

草的地方为0，对于一个状态j而言，如何才能合法？

u J&a[i]==j，表示这种种植方法合法，因为是1的地方都能

种植



P1896 [SCOI2005]互不侵犯



算法分析

u 观察数据范围  n<=9

u 本题中有数量限制，放置p个国王

u 国王的攻击方式为相邻的八个方向

u 预处理状态i，两个1不能相邻

u 预处理状态i，不同的i，能放的国王不一样（里面的1不同）



算法分析

u 如何设计状态？

u F[i][j]能不能表示了？

u 不能，还有个数，应该增加个数

u f[i][j][x]表示前i行，状态为j的时候，放x个国王的方案数量

u f[i][j][x]+=f[i-1][k][x-cnt[j]];( j和k不能相互攻击)

u 最终答案是f[n][i][kk]，所有状态相加即可



P2704 [NOI2001]炮兵阵地



P2704 [NOI2001]炮兵阵地



算法分析

u 字母P可以放炮，字母H不可以放炮

u 炮的攻击范围为上下两个格

u 最多能摆放多少个炮？

u 表示原图状态，字母P的位置为1，字母H的地方为0

u 状态预处理：相邻三个1或者相邻两个1的不能同时使用

u f[i][j]表示前i行，状态为j时最多能摆放多少个炮

u 不仅和i-1行相关，同时和i-2行相关

u f[i][j][k]=max(f[i][j][k],f[(i-1)][k][t]+cnt[j])

u (j和k，j和t，k和t不能相互攻击)

u 最后答案是任意一行任意状态的最大值



P2915 [USACO08NOV]奶牛混合起来Mixed Up Cows

N<=16

0=<号码的值<=25000

1=<k<=34000



算法分析

u N<=16,貌似可以状压

u I表示所有奶牛的排位情况

u 存在的奶牛为1，不存在的奶牛为0

u 考虑最后进来的奶牛是谁？对于一个状态，01101100,最
后进来的奶牛可以是1中的任意一个

u f[i][j]表示状态为i时，最后进来的奶牛为j的方案

u f[i][j]= f[i][j]+f[i^(1<<(n-j))][k] (abs(a[j]-a[k])>kk)

u 最后答案是f[11111][1---n]加起来



P3092 [USACO13NOV]没有找零No Change



P3092 [USACO13NOV]没有找零No Change



算法分析

u 虽然N很大，但是硬币数很少，<=16

u 好像可以状压

u 状态i中，1表示用掉，0表示没有用掉

u dp[i]表示当前硬币选择状态为i时，能买到的最大商品数  

u 枚举i中的1，如何枚举呢？

u 预处理b数组，b中预存2的x次方

u If（i&b[j]）说明第j位是1

u F[i]=max(f[i],f[i^b[j]]+j)这一位能买到的最远位置

u 如果到达n的话，就退出



优化

u 每一个硬币最多能买到的位置是多少？

u 可以一个一个枚举

u N很大，枚举会超时

u 预处理前缀和，二分即可



u POJ1691 Painting A Board

u POJ2836 Rectangular Covering

u POJ2285 The Floor Bricks


